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Zad 1. Niech G b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡, a X przestrzeni¡ z miara µ. Rozwa»my
odwzorowanie f : G × X 7−→ R takie, »e dla ka»dego x ∈ X funkcja x 7→ f(t, x) jest
mierzalna. Pokaza¢, »e warunki

1) dla prawie ka»dego x ∈ X funkcja t 7→ f(t, x) jest ci¡gªa,

2) istnieje funkcja h : X → R taka, »e
∫

X
h(x) dµ(x) < +∞ oraz dla prawie ka»dego

x ∈ X i ka»dego t ∈ G mamy |f(t, x)| ≤ h(x),

implikuj¡, i» funkcja

g(t) :=

∫
X

f(t, x) dµ(x)

jest poprawnie okre±lona oraz ci¡gªa.

Zad 2. Sprawdzi¢, czy funkcja g jest ci¡gªa na (−1, 1), gdy

a) g(t) =

∫ 1

0

dx
3
√

x + |t|
, b) g(t) =

∫ 1

0

2xt2

x2 + t2x + 1
dx, c) g(t) =

∫ 1

0

2xt2

x2 + t2
dx.

Zad 3. Niech G = (a, b) b¦dzie odcinkiem, a X przestrzeni¡ z miara µ. Rozwa»my odwzo-
rowanie f : G×X 7−→ R. Pokaza¢, »e warunki

1) dla prawie ka»dego x ∈ X funkcja t 7→ f(t, x) jest klasy C1 oraz dla ka»dego t ∈ G
funkcja x 7→ ∂tf(t, x) jest mierzalna,

2) istnieje funkcja h : X → R taka, »e
∫

X
h(x) dµ(x) < +∞ oraz dla prawie ka»dego

x ∈ X i ka»dego t ∈ G mamy |∂tf(t, x)| ≤ h(x),

implikuj¡, i» odwzorowanie

g(t) :=

∫
X

f(t, x) dµ(x)

jest poprawnie okre±lon¡ funkcj¡ klasy C1. Ile wynosi g′(t)?

Zad 4. Sprawdzi¢, czy funkcja g jest klasy C1 na R, gdy

a) g(t) =

∫ 1

0

x
3
2 ln(x2 + t2) dx, b) g(t) =

∫ 1

0

ln(x2 + t2) dx.

De�nicja. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ µ. Dla p ∈ (0,∞) kªadziemy

‖f‖p =

(∫
X

|f |p dx

) 1
p

,

a elementy rodziny Lp
µ(X) := {f : X → R : ‖f‖p < +∞} nazywamy funkcjami caªkowal-

nymi w p-tej pot¦dze. Dla p = ∞ kªadziemy

‖f‖∞ = inf{K > 0 : |x(t)| ≤ K dla prawie wszystkich t ∈ X},

co nazywamy supremum istotnym funkcji x, a elementy rodziny L∞µ (X) := {f : X → R :
‖f‖∞ < +∞} nazywamy funkcjami istotnie ograniczonymi.

Zad 5. Pokaza¢, »e dla ka»dego p ∈ (0,∞] zbiór Lp
µ(X) wraz z naturalnymi dziaªaniami

punktowymi stanowi przestrze« liniow¡.


